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1. Fonction exponentielle

X
N e est la fonction, définie sur IR , qui est sa propre dérivée et qui vaut 1 en 0.
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2. Fonction logarithme népérien
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3. Fonctions logarithme de base a
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4. Puissances réelles
Définition
Va € ]0; +oo[, Vb € R,a? = ePIna
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5. Fonctions exponentielle de base a
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6. Propriétés de la fonction exponentielle
Propriétés

Pour tous réels a, b :
ea+b — eaeb

e
a-b _ _
e = ob
e = Ed
eb
(ea)b = eab.

Preuve en admettant la formule e?*? = e2e?

e = gla=b)+b — pa-b,b
a

eb
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7. Propriétés du logarithme népérien
Propriétés
Va € ]0; +o[, Vb € ]0; +oo],

Inab=Ina+1Inb
a

lnz =Ina—Inb

In: = —Inb.
b

Va € ]0;+oo[,Vb €ER, Ina®’ =blna.

Preuve

eln(ab) =ab
elna+lnb — elnaelnb =ab

Donc, In(ab) =Ina + Inb.

Donc, ln% =Ilna—Inb.

1
lnE=ln1—lnb =—Inb

Ina? = Ine’™2 = plna

c.g.f.d.
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8. Propriétés du logarithme de base a
Propriétés
Vx € ]0; +oo[,Vy € ]0; +oo[,Va € ]0; +oo[ — {1},
log, xy =log, x +log, y
log, = logg x —log y
log, > = ~loge y
Vx € ]0; +o[,Vy € R,Va € |0; +oo[ — {1},  log, x¥ = ylog, x

Preuves
Inxy Inx+lny Inx Iny
logq xy = ljrcla " lna —lna+1na—logax+logay

x lrl}_lnx—lny_lnx Iny

| —= = = — =1 —1

Ogay Ina Ina Ina Ing 8a* ™ 08aY
1

1 1_1n§_—lny_ lny_ 1

Ogay_lna_ Ina _ Ina_ O8aY

1 y_lnxy_ylnx_ lnx_ l

B = T ha “lnag ) %8aX

c.q.f.d.
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9. Formules avec les puissances dans R
Propriétés admises

Soient x et y deux réels. Alors :

x%xb = x*b i ...

(x)b = xab gi ..

(x y)* = x%%P si ...

xt=x
IR
Xxt=— six#+0
X
1*=1

x°=1six#0
0*=0six>0

1
Yx=xnsineNetx>0

Propriétés
1
_b _ .
x° = 75 Si ...
xa
_ ,a—b

x—b—xa Si

6 =%

-] =— si

y ye

Proof

1
x—b — (xb)—l — >
x4 1
_ _ -b _ ,a-b

x—b—xax—b x%x x4

@ 1\ 1\ 1 x¢
B - (2 o - e
y y y y y
c.g.f.d.
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10.Simplifier avec des puissances

Les exercices suivant viennent des exercices 8.6 37, 38, 39, 40, 41 et de et ’exercice 8.7 54 du livre
MATEMATIKA de Jindra Petdkova.

Exercice 1

Simplifierrn e N;a,x e R*; b € R.
a) 22.23
b) 571.5°
c) 16.2"*
d) x3.x%.x7
e) x4n=3 45-2n
f) a®.b3.a2 b*

Solutions de I’exercice 1

a) 2°

b) 5%

c) 2"

d x'°

e) x2n+2

f) a3b”
Exercice 2

Simplifier. n,k € Z;a,b,x,y € R*.
a) 47:45
b) 7n+1
49
c) 16:2nt*
.X'3
9 5=

2n+3. ,,n+3
e) y“"tiy
k+1 aZk

a
f) pk+2 :F

Solutions de ’exercice 2
a) 42
b) 7n—1
c) 27"
d 1
e) y"
f) (ab)'*
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Exercice 3

Simplifier. Pour quelles valeurs vos calculs sont-ils corrects ?
a) (2x)°

D (1+2). (%)
c) (12x)2:(§;c)3
) (Z55)
e) ((JC‘23/3)3)2-(315‘1)‘6
N (3 (&)

Solutions de I’exercice 3

3

a) 8x3x€R
9

Exercice 4

Simplifier. x € R".
a) 2x°
b) (2x)°
c) 2%
d 2:x°
e) 2%«

f) 0°

Solutions de I’exercice 4
a) 2
b) 1
c) x
d) 2

1
E) ;
f) 0

9 n’est pas défini
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Exercice 5

Simplifier. k € N,
a) (-D7!
b) —12
c) (-1)°
d (-D72
e) (—1)%
f) (_1)2k+1

Solutions de I’exercice 5
a) —1
b) —1
c) —1
d 1
e) 1
f) —1
Exercice 6
Simplifier. Pour quelles valeurs vos calculs sont-ils corrects ?

a) Vx.Vx

b) [z3.4/z%2.+z

o) Vk2VEk

d) Ym.ym

3(1 4

e) ’y. " y
|8z

f) Vu
Vava3

9)

o372
6|p% 3|p3
h) f%-ViVB
Solutions de ’exercice 6
3
a) xx =0
E
b) zs;z>0
5
C) ke;k =0
d mym=0
7
e) yizy >0
-7
f) uso;u>0
g L,a>0

23
h) biz;b >0
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11.Exercices avec des logarithmes

Les exercices 7 a 10 suivant viennent des exercices 4.12 69, 72, 73, 75 viennent du livre
MATEMATIKA de Jindra Petakova.

Exercice 7
Simplifier.
a) log:19
3
b) logs 125
¢) log, V7
1
d) logﬁg
e) loggV2
f) logs1

9) logos4
h) log,, 0,04

Solutions de I’exercice 7
a) —2
b) 3
1
C) E
d) -8
1
9) g
f) 0

9) -1
h) 2

Exercice 8
Simplifier. Est-cequex < 0,0 <x<1loul<x?
a) x =2log4+1log3—log6
b) x =logg 12 —logéé—z
c) x=2logg,4 +1ogy,3 —logy, 6
d) x= ln4+lnl—2(ln2 +ln1)
3 4

Solutions de I’exercice 8

a) x=1og8;0<x<1
b) x =logg4;0<x<1
c) x =1lo0gp,8;x<0

d) x=ln%;1<x

Fonctions exponentielle et logarithme
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Exercice 9

Simplifier.
a) log,log, 16
b) logilog, 4

2

2
c) logs % - (log% 9) + log% 42

5 10 1
d) 310g2§— 2 log2;+ 10g2£

e) log?2+1log2.log5 +1log5—log1
f) 210g23 + 3log3 5

Solutions de I’exercice 9

a) 2
by —1
c) —10
d -3
e) 1
f) 8

Exercice 10

Exprimer 1’expression en fonction de log a, log b et logc.

a?p3

a) log 00T

b) log /1:—:

2
C) log@

Solutions de I’exercice 10
a) 2loga+3logh—2 —%logc
b) %(loga —loghb —logc + 1)
c) 2log(a+ b) —logc
Exercice 11

Déterminer le domaine de définition de la fonction f.
a) f(x) =In(4x+3)
b) f(x) =In(—2x+1)
¢) f(x) =In(10x%+ x — 3)
d) f(x) =1In 3x+4

2-5x
Solutions de I’exercice 11

a) Df=-_73;+00[
b) Dy = |-o0;]
9 = e[t ]
9 =55

Fonctions exponentielle et logarithme



12.Graphes
Exercice 12

Tracer un schéma représentant la courbe (C; ) et dresser le tableau de variations de la fonction f.
1) f)=3(e)""° -4

1 X—6
2) f)==-5(3) +3
3) f(x)=2logz(x—3)+4
4) f(x) =3 logi(x+2)—1

5) f(x)=-0,5(e)*3—-10

6) f(x)=0,5(e)*3+20

7 f@=-05(2)" +5
1 x+3

8) f(x)=05 (Z) —2

9) f(x) =2logs(x+4)—-5

10) f(x) = =3 logs(x +2) + 4
11) f(x) =4 logi(x —2) + 3

12) f(x) = — logi(x +1) — 3
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Solution de I’exercice 12
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13.Equations avec des puissances

Exercice 13
Résoudre dans R.

a) 2214 =g (1)

2=
c) Vax.i2x3 =9/16

1 _ 1 s5e3mx (L)
0 L0

Solutions de I’exercice 13
a) {2}
b) {2}
c) {2}
d) {2}

Exercice 14

Résoudre dans R.
a) 3*¥+3*1 =108

b) 2x+1 + 2x—1 + 2x+3 — 2_1
8

Solutions de I’exercice 14

a) {3}
b) {=2}

Exercice 15 (facultatif)
Résoudre dans R.
a) 2.4% 45577 = 5%+ _ p2x-1

Solutions de I’exercice 15

) {3}
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Exercice 16

Résoudre dans R.

a) 9x—0,5 + 90,5—x — E
3

b) 5%* (52* —5) = 3.(5%**1 4+ 52¥) + 50

c) 42 —6.4*+8=0

d) ~.2%4+-.4¥=9

4 2
Solutions de I’exercice 16

a) {0;1}
b) {1}

9 )

d {23
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14.Equations avec des logarithmes

’vm"’c’m/ VCO(_Z C‘IR :
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Exercice 17

Résoudre dans R.
a) log,(x+1)=3
b) 4 log;(2x —1) =12
c) logi(2 —x)=-2
2
d) log,(5x—4)=2
Solutions de I’exercice 17
a) {7}
b) {14}
c) {—2}
d) {4}
Exercice 18

Résoudre dans R.
a) logs(x? + 2x) = logs(—3x)
b) logx? =log(4 — x?)
c) logy,(x* —5x) =logg,(5x + 11)
d) log,(x%? —x) =log, x
Solutions de I’exercice 18
a) {-5}
b) {+v2}
c) {-1,11}
d) {2}
Exercice 19
Résoudre dans R.
a) logx = 2log5 +log4
b) loge(x+1)+loggx =1
c) log,(x +7)—log,x=3
d) log(x +3) =logx +log3
Solutions de I’exercice 19

a) {100}
b) {2}
c) {1}

9 {3
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Exercice 20
Résoudre dans R.

a) 3* =10

b) 5%.72% = 16*"1
C) 5x+1 — 4

d) 2*.3*1=¢

e) 6.7%+3 —7x+2 = g2
f) 31423 % =7

Solutions de I’exercice 20

a) {logz 10}
b) {logi 16}

245

C) {logS g}
d) {loge 18}

0 foe )
f) {logs2;—-1}
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15.1néquations avec des puissances

7 ] "
3 2
St AL a ,2 2 %
AL / y
a l p>
“ >y
A - A
/'//
A=
B -_7\ —— f —
2, A,
’L‘\ « A < x
A (& & A R
™ k"{ - %y AL
A LA E a'da o
=) ’X., < 741 _)'b\
=2 ?{1 \<. O(L .
¢ odadA

Fonctions exponentielle et logarithme

21



Exercice 21

Résoudre dans R.
a) 3**5 <1
b) 0,125%**3 < 16
c) 3*°5<0

d) (l)3x+2 >0

5
e) 23* 4 >1
f) 012*<1

g) (%)x+3 > 1
h) 3*1>9

) (2) .3+ > -1
Solutions de ’exercice 21

a) ]—oo; 5[

0 [+

c) @

d R

) [t

f) [0; +oof

g) ]—oo; =3[

h) 13; +oo[

i) R
Exercice 22

Résoudre dans R.
a) 3x+4 > 32x—1
b) 4_x+5 < 16x+1
C) 0’23x—2 > 0'2x+5

9 () <@
e) 2x_2x+1 < 2x+3
N () <3
Solutions de ’exercice 22
a) ]—o0;5]
b) 13;+oof
) -]
d) ]—o0; —2[U ]4; +oo]
e) ]—oo;2[
f) 12;+oo[
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16.1néquations avec des logarithmes

’\71'7\1(‘:.@/%0@36@ .

U f}tq< 6"9&& = )(,'</7(_2 ‘
X, 0
la‘>0

& S aclkda>a: @\a>0.

VA E 14}%&%—«1 clp € R

& 2 Kby Ay = (Ka&Hg -

2, 20
la_>g

® S ael & ocacH - nlo-
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Exercice 23

Résoudre dans R.
a) logz(x+4)<4
b) logg1(x —6) <2

Solution de ’exercice 23

a) S=]1-4;,77]
60
b) S= ]Kl) ;+oo[
Exercice 24

Résoudre dans R.
a) logi(2x+4) > -3
2

b) logs(2x —1) > —1

Solution de ’exercice 24

a) S=1-2;2]
0 5= ]
Exercice 25

Résoudre dans R.
a) logs(x—4)<0
b) logs(x? —2x+1) =0

c) logos g =0

Solution de ’exercice 25

a) S=1]4;5
b) S =]—00;0] U [2;+oo]
0 5=]-77]

Exercice 26

Résoudre dans R.
a) logi(x+5)<0
2

b) logs(4x? + 3x) > 0
7
2
Solution de ’exercice 26
a) S=][—4;+[
-3 1
b) s =]-17]u o]
c) §= ]—OO;_?Z] U ]0; +oo[
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Exercice 27

Résoudre dans R.
a) 32*<7
b) 0,2* >3
c) 4*.2* <100

Solution de I’exercice 27

a) ]—oo;loge 7]

b) ]—o0;logg2 3|
C) ]—o0;logg 100]

Exercice 28

Résoudre dans R.
a) 25*—9.5%+20<0

1 —-X 1 x—1
(5 -G) =1
C) 2¥—5.4*2<1—-2%1
Solution de I’exercice 28

a) Jlogs4;1[
b) [1;+oo]

c) ]—oo; log, g[ U]2; +oof

Fonctions exponentielle et logarithme
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17.Solutions détaillées

Solution détaillée de I’exercice 13

a)

X
Résoudre 23*~1 4 = gx+1, G) dans R.

2

S =1{2}

b)

81 NX g\ X+
== -0

S={2}

23x—1.4 — 8x+1. (1 x

P 23x—1_22 — (23)x+1. (2—1)x
o 23x—1+2 — 23x+3_2—x

& 23x+1 — 23x+3—x

PN 23x+1 — 22x+3

©3x+1=2x+3 cart - 2t est 2
Sx=2

A 3

Q) -

-0-0 |
o —4=—x—2 cart»—>(§) est \
Sx=2

Solution détaillée de ’exercice 14

a)
3% + 3% = 108

S=1{3}

& 3% +3%.31 = 108
& 3%(1+3) = 108

< 3%.4 =108

S 3% =27

o 3% =33

©x=3 cart — 3test 2

Fonctions exponentielle et logarithme
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Solution détaillée de I’exercice 15

a)
2.4% 4 573 = 55 _ 21 (q) © 2.4% 4 5%.575 = 5% 55 — 22% -1
©2.4% 4226271 = 5% 5; _ 5% 57;
1 1
&4 2+27) =5%(5-572)
1 EET
<:>4x(2+5):5x<52—g)
5%—%
#_ 3
S 245
1 1
5§—i1 52—11 11 3 3
52 55_(5% 1)2 5252—12 4 2 8 42 (4)7
= = -1 —_= 1 —=—1—=—3=—3= —
243 3 s2/5 sz % 525 51 57 O
3
4% _ (4\2
e =5==0)
* 2
=(5) =6)
ox=2
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Solution détaillée de I’exercice 16

a)
0

9x—05 4 g05-x — 10 10
3

© 9%.9705 4 905 9=x = =

o9rlyzgx_ 10
"3 ) 3

< 9¥4+9.97* =10
S 9%¥,9%¥ + 9,97 9X = 1(0.9%
& 92X 19,90 = 10,9%
& 92X —10.9*4+9=0
Posons t = 9%,
0

9*=05 4 g05~% = 22 ©t2—10t+9=0

ec(t-1D)t—-9 =0
©t=1 ou t=9
9% =1 ou 9=9
©9¥ =90 gy 9¥ =091

ex=0 ou x=1 cart - 9t est 2

S ={0;1}

b)

52% (52% — 5) = 3,(52%*1 + 52%) 50 (1) & (52%)2 — 5.52% = 3,(52%.5 + 52%) 4 50
& (52%)% — 5.52% = 18.52% + 50
& (52%)2 — 23,52 — 50 = 0

Posons t = 52*,

(1) ot?-23.t—-50=0

A= (—23)%2 — 4.1.(=50) = 529 + 200 = 729
VA= 27

, _—(—23)+27_25

N ( 2'% .
—(—23) — 27

ty=——— =2

z 2.1

1) ot=25 ou t=-2
© 5% =25 ou 5%* =-2
& 52X = 25 carvVx € R,5%2* > 0
& 52% = 52
S2x =2 cart — 5test 2
o Sx=1

S={1}

Fonctions exponentielle et logarithme
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Solution détaillée de I’exercice 17

a)

log,(x +1) =3 & log,(x +1) = 3log, 2
& log,(x + 1) = log, 23
ox+1=23 cart — log, t est /
Sx=7

S ={7}

Solution détaillée de ’exercice 18

a)

logs(x2 + 2x) = logs(—3x) (D)

x% 4+ 2x = -3x cart — logs t est 7

x2+5x=0

x(x+5)=0

x=0 ou x=-5

Filtrage :

Si x = 0 alors (1) < logs(0% + 2.0) =logs(—3.0)
& logs(0) = logs(0)
& FAUX

En effet logs(0) n’est pas défini.
0 n’est pas solution de I’équation.

Six = =5 alors (1) e logs((=5)? +2(=5)) = logs(—3(-5))
& logs(15) = logs(15)
& VRAI

—5 est solution de 1’équation.

S ={-5)

Fonctions exponentielle et logarithme
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Solution détaillée de I’exercice 20

a)

3*=10 © log; 3* =log; 10 cart — logz t est /7
& xlog; 3 =log; 10
© x =log; 10

S = {log; 10}

b)

5Y,72% = 16¥"1 & 5%.49% = 16*7!
& (5.49)* = 16*71
& 245% = 16¥1671

o 16 — 16%
x245x
16
= (Gg) = 16x
16
< 108% (E) = log% 16 cart » log% test\
S xl 16 | 16
X108 16 —— = 108 16
gm 245 gm
© x =log 16 16
245

S= {logﬁ 16}

245

Fonctions exponentielle et logarithme
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Solution détaillée de I’exercice 21

a)

35 <1 e
&
&

§ = ]=00; =5[

b)

3x+5<30
x+5<0 cartw— 3test”
x < =5

1 2x+3
012573 <16 & () <16
1 3 2x+3 1 —4
e ((z) ) <(3)
1 6x+9 1 -4
= () =G
= 6x+9=>—-4
S 6x = —13
S X = e
6
-13
s =[5+
c)
3* 5 <0 .
S=0 car 3t > 0 pour tout réel t
d)
1 3x+2
(5) =0
> 1\t )
S=R car (E) > 0 pour tout reel t

Fonctions exponentielle et logarithme
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Solution détaillée de I’exercice 23

a)
logs(x+4) <4 s log;(x +4) < 4log; 3
& logs(x +4) <log;3*
4
=3 {x t4s3 car la fonction t - log t est strictement croissante
x+4>0
y:'PE??t
x+4<3* & x+4<81 3
= x<81—-4 >
o x <77 1

CE: x+4>0ox>—-4

v
v

&
&

o— : 7

i
T

NE

- *

o——@

5:]—9/' 3‘7]
b)

logo,;(x —6) <2
logg1(x —6) < 2logy40,1

logg 1 (x — 6) <logy, 0,12 \L
x —6> 0,12 carlat ~ logg, t est strictement décroissante A

>
6 1 2 /\
* g (10)

=3 /_9 /(’
1 ? sz
X > 1—00 + 6
S 601
X~ 700
CE: x—6>0
x>6
Conclusion :
‘f‘ 7
@ ' —
i } y
4 601
400
o

Y

i

L= 604/._’_06):
400
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Solution détaillée de I’exercice 25

a)
log;(x —4) <0 F
logs(x —4) <log; 1 7: jg%
x—4<1 cart — logs t est 2
x<5 >
il
CE: x—4>0
x> 4
Conclusion :
< 7
o : >
! |
| | \
{ : P &
. 5
; !
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b)
logs(x?2 —2x+1) >0
logs(x? — 2x + 1) > logs 1 i

}
x2—2x+1>1 cartw loggtest A 7' 2
x?—2x>0
x(x—2)=0 5
" /1
askPy 7-%—&% l
A Do >
0NS2

¢

X € |]—00; 0] U [2; + oo

CE: x?-2x+1>0
(x—1)?2>0
2

aA=4=>00 \ {7: )

1
Eretfoy

x#+1

Conclusion :

5 -—~<P
J AN

34
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x+7
_—>
logg s P—— 0

1 x+7>1 1

0%@32__x-— 080,3 .

% <1 cart » loggstest ,\

x+7 A A
77

-1<0
2—x - 53
x+7 2-—x
2—x 2—x
x+7—-24+x

2—x -
2x+5

<0

2—x

x €1-7;2]

Conclusion :

“™N
®
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Solution détaillée de I’exercice 27

b
>
?

I L

A
>
>

a)
3 <7 o (3)¥<7 p n-bn [
S 9* <7
S In9* <In7 cart~Intest/ 5
S xIn9<In7 1
s <7 carln9 >0
In9
= x <logge7
S =]-00;10gy 7]
a)
32* <7 =N (3)* <7
&  9<7 1t 7
= logy 9% < logq 7 cart » loggt est /7
= xlogg9 < logg7
= x <logg7 1
S =]—;logg 7]
b) A 4
0,2* >3 = In0,2* >1n3 cart » Intest 2 /
& xIn0,2 >1n3
In3
S x < carln0,2<0 /1
Ino,2

S x <logg, 3
S = ]_00, logO,Z 3[

b)
02*>3 o  logy,0,2% > logy,3

S xlogg, 0,2 <logg, 3 cart — logg, test N

=3 x <logg, 3
S = ]_00, logO,Z 3[

Fonctions exponentielle et logarithme
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Solution détaillée de I’exercice 28

a)
25 - 9.5 +20<0 S (52)* —=9.5*+20<0
=3 (5%)2 —9.5*+20<0
Posons t = 5%,
25 —9.5*+20<0 s t2—9.t*+20<0
s t—-4H(t-5<0
S 4<t<5
S 4 <5%¥<5
= logs 4 < logs 5* < logs 5
= logs4<x<1

S =]logs 4; 1]

Fonctions exponentielle et logarithme
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